Congruencias

ALAaNLG

15 de Febrero 2024

§1 Lectura

Vamos a presentar el concepto de médulo en teoria de ntimeros, decimos que

a=b (modc) <= c|la—0

y se lee 7a” congruente a ”b” mddulo ¢, lo cudl es equivalente a decir que a y b dejan el
mismo residuo al dividirse entre c. Por ejemplo tenemos que

13=5 (mod 4)
101 =13 (mod 9)
25=0 (mod 5)
11=3 (mod 8)

Algo importante es que nos da igual si los niimeros son positivos o no, por ejemplo

10=-1 (mod 11)
19=-2 (mod 11)

Esto es 1til pues a veces puede ser mas facil trabajar con residuos negativos.

Ejemplo 1.1

Si hoy es martes, ;Qué dia serd en 2024 dias?

La semana tiene 7 dfas, como 2024 = 1 (mod 7) entonces basta anadirle un dia a martes
y entonces es 2024 dias sera miércoles.

Esta nueva notacién (médulos) nos permite trabajar més facil con divisibilidades, es méas
practica que la notacién de z | y (« divide a y), nos da una opcién de trabajar una
divisibildad como algo que seria similar a una ecuacion, y ademads es 1til pues conserva
muchas propiedas intuitivas.

§1.1 Propiedades

Transitividad

Sia=b (modk)yb=c (modk)=a=c (modk)
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Suma

Sia=b (modk) vy x=y (modk)=a+x=b+y (modk)

Multiplicacién

Sia=b (modk) y z=y (modk)=axr=by (mod k)

Potencia

Sia=b (modk)=a"=0b" (modk)

Division
.St ax = br (mod k) podemos dividir por z y asegurar que a = b (mod k)7 no se puede,
pongamos el ejemplo de la congruencia 3a = 6 (mod 12) no podemos dividir entre 3 y

asegurar a = 2 (mod 12), pues nota que a = 2,6y 10 (mod 12) también cumplen, es
claro que no podemos dividir pues

ax =br (mod k) = k| z(a —b) y puede suceder que k y = tengan factores en comun

En realidad si se puede dividir pero hay que tener cuidado, la regla es que si

k
med(z, k:))

Note que si med(z, k) = 1 entonces jsi podemos dividir sin problemas!

ar =br (mod k)=a=0b (mod

§1.2 Ejercicios

Ejercicio 1.2 (Importante). Trata de demostrar o de convercerte de que todas estas
propiedades son verdad y que no estoy enganandote, puedes usar que cualquier nimero a
se puede escribir como a = k - m + r donde r es el residuo de a al dividirse por k

Ejercicio 1.3. Demuestra que si a = b (mod n) y d es un divisor del nimero n entonces
a=0b (mod d)

Ejercicio 1.4. Encuentra el residuo de 123 x 29 al dividirse por 13
Ejercicio 1.5. Encuentra el residuo de 132923 al dividirse entre 12
Ejercicio 1.6. Encuentra todos los enteros k tales que 2024 = 17 (mod k)

22023 3] dividirse entre 7

Ejercicio 1.7. Encuentra el residuo de
Ejercicio 1.8. ;Cudl es el digito de las unidades de 1! 4+ 2! 4 3! + - - - 4+ 2024!7

Ejercicio 1.9. Demuestra que si 3 | 22 4+ 32 entonces 3 |z y 3 | y



AlanLG — 15 de Febrero 2024 Congruencias

Ejercicio 1.10. Demuestra que ningin cuadrado perfecto es de la forma 11---1
Solo 17s

Ejercicio 1.11. Demuestra que a — b | a™ — b" para todo entero n

Ejercicio 1.12. Demuestra que a + b | a™ + b" para todo entero n impar

Ejemplo 1.13 (Regional del Sureste Mexico 2014/4)

Encuentra todas las pareja de enteros positivos m y n tales que

n!45=m3

Tutorial.
(a) Sin > 6 entoces 9 | n!
(b) Entonces si analizamos la ecuacién (mod 9) debe suceder que

m® =5 (mod 9)

(c) Analiza las congruencias de los primos (mod 6)

(d) Puedes hacer una tabla como la siguiente y darte cuenta que no existe m tal que
m? deje residuo 5 al dividirse por 9

3

ooqc»vnqxwt\:w—*o‘ﬁ
= O R O W, O

Ejemplo 1.14 (OMM 1990/3)

Prueba que n"~! — 1 es divisible por (n — 1)? para toda n > 2

Tutorial.

(a) Escribe a
"t —1=m-1)(n"?+n"+ - n+1)

(b) El primer término es n — 1 entonces basta probar que n — 1 divide a la suma larga

(c) Notaquen =1 (modn)—1


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2701544p23465654
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1681983p10725395

AlanLG — 15 de Febrero 2024 Congruencias

§2 Problemas

Problema 2.1. Demuestra que la ecuacién 2 — 7 = 45y no tiene soluciones con z,y € Z

Problema 2.2. Encuentra el dltimo digito de los siguiente niimeros

a)22023 b)1313" )11717

Problema 2.3. Demuestra que para toda n € N

7 ’ 32n+1 + 2TL+2

Problema 2.4. Se sabe que 2% tiene 9 digitos distintos, ;Cudl es el digito que no tiene?
Problema 2.5. Demuestra que para todo n el nimero n® + 4n es divisible por 5
Problema 2.6. Demuestra que para todo primo p > 3 se cumple que 24 | p? — 1

Problema 2.7. Demuestra que 2023 divide a la suma

12023 4 92023 | 32023 | . 90912023 | 90992023

Problema 2.8. Demuestra los criterios de divisibilidad de 1 al 11 sin inculuir el del 7

Problema 2.9 (USAJMO 2011/1). Encuentre, con prueba, todos los niimeros enteros
positivos n para los cuales 2™ + 12" + 2011" es un cuadrado perfecto.

Problema 2.10. ; Qué niimeros se pueden ver como diferencia de dos cuadrados perfectos?

Problema 2.11 (Freshman’s dream). Demuestra que para todos a,b € Z, y p un primo
se cumple que

(a+b)P =aP +bP
Problema 2.12 (IMO 1964/1).

(a) Encuentre todos los nimeros enteros positivos n para los cuales 2" — 1 es divisible
por 7.

(b) Demuestre que no existe un entero positivo n para el cual 2" + 1 sea divisible por 7.

Problema 2.13 (IMO 1986/1). Sea d cualquier entero no igual a 2,5 o 13. Prueba que
podemos escoger dos enteros distintos a y b en el conjunto {2,5,13,d} tal que ab— 1 no
es un cuadrado perfecto

Problema 2.14. Demuestra que n | 2" — 1 para todo n impar


https://artofproblemsolving.com/community/c5h404350p2254778
https://artofproblemsolving.com/community/c6h238569p1313424
https://artofproblemsolving.com/community/c6h60769p366557
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Problema 2.15 (1 IMO SL/2002). ;Cudl es el entero positivo mas pequeno ¢ tal que

exis

83

2.1

2.2,
2.3.
2.4.
2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

tan enteros x1,x2,..., T+ Ccon

o4 as 4 . xd = 200220027

Hints

. analiza los residuos de los cuadrados (mod 5) y (mod 9)
Simplificalo médulo 10

32+l =3.(3%)" =327 (mod 7)

229 = (1+2+---9) — 2 (mod 9) dénde z es el digito que falta
Analiza cada residuo de n y evaludlo en n® + 4n

Puedes analizar los residuos que dejan los primos al dividirse entre 8 y 3 y luego
analizar a p> — 1 en esos residuos.

Junta el dltimo sumando con el primero, el segundo con el pentltimo y asi sucesi-
vamente

un nimero n = apa,_10s_2 - 2G1ag se puede escribir como n = 10%a;,+10F1

-++10a; + 10%,

ap_1+

analiza (mod 3) y luego (mod 4)
. Usa (mod 4) y da un ejemplo para los demas
. Binomio de Newton

. Analiza a n (mod 3) y mira que residuos que dejan las potencias de 2 al dividirse
por 7

. Asume que 2d—1, 5d — 1, 13d — 1 son todos cuadrados, analizalos médulo 4 y luegd
mod 5

. Demuestra que existe un entero d tal que 2¢ =1 (mod n) y d <n

. La respuesta es t = 4 usa (mod 9) para demostrar que t < 4 no es alcanzable


https://artofproblemsolving.com/community/c6h17324p29761813
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