series telescdpicas

ALAaNLG

6 de mayo

§1 Lectura

Al momento de evaluar una operacién de varios términos, nos podemos apoyar en
técnicas de cancelar algunos de estos, es aqui donde aparacen las series telescépicas, no
hay mucha teoria en esto, se trata de hacer una adecuacda manipulacion algebraica,
resolver varios problemas te dara una idea de que se debe hacer en cada caso. Veamos
algunos ejemplos

Ejemplo 1.1
Halle el valor del producto

1 1 1 1
1—-)J(1—-—=)(1l=-=) - (1=-=—
(-8 (-5) (- 55) - (- 31)
Tutorial. Hacer individualmente cada producto seria muy cansado, asi que vamos a
pensar en algo mas inteligente

(a) !Factoriza!

(b) Trata de cancelar numeradores y denominadores de forma inteligente

Ejemplo 1.2

Encuentra el valor de

Tutorial.

(a) Nota que el término general es ﬁ

E+1)—k
(b) k(k:l—&-l) = (k(k—l)-l)

1

1
k(k+1) — k(k+1) (k(k+1) kT k+1

(C) (k+1)*k _ (k+1) k

(d) Sustituye para cada término y la suma te queda

(13 G-+ (-1 (5 o)

(e) Casi todos los término se cancelan. ;Cudles quedan?
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§2 Problemas

Problema 2.1. Encuentra el valor de

1 1 1 1
142 11243 11243147 " T1t2531. +204

Problema 2.2. Encuentra el valor de

LS S S 1
Ix3 3x5 5x7 2021 x 2023

Problema 2.3. Calcula

1 1 1
VI+v2 V243 V99 + /100

Problema 2.4. Evalua
2023

1
Zn2—|—3n+2

n=1

Problema 2.5. Encuentra el valor de

110422043304+ 2023 - 2023

Problema 2.6. Demuestra que

n

1

<1
= P by

para todo n. Donde F,, representan a los términos de la sucesion de Fibonacci, con
Fo=1,F=1y Fhro=Fy1+F,

Problema 2.7. Calcula el valor de

1 1 1 1
+ + +
1V2+ 21 23 +3vV2  3vV4+4V3 2023+/2024 + 2024+/2023

Problema 2.8 (2019 AMC12). Sea f(x) = 22(1 — ). ;Cudnto vale la siguiente suma?
1 2 3 4 2017 2018
f<2019> _f<2019> +f<2019> _f<2019) +"'+f<2019> _f<2019>

Problema 2.9 (1999 Estonia MO). Dado f(z) = 1-{%7 encuentra el valor de

1 2 1999 2000 2000 2000
f<2000)+f<2000)++f<2000>+f<2000>+f<1999)++f(1>



https://artofproblemsolving.com/community/c5h1784695p11777930
https://artofproblemsolving.com/community/c1068820h2027275p14272522
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Problema 2.10. Encuentra el valor de
1+ ! 1+ L 1+ L 1+ 1
2 22 24 22"

Problema 2.11. Calcula el valor de
1 1 1 1
+ + +o
VIHVIZ—T V2+vV22—1 V34321 V99 + /992 — 1

Problema 2.12. Evalia la suma

9999
1

;(wn\/m)(%w/m)

Problema 2.13 (1999 USAMTS). Encuentra el valor de la expresién

\/1+1+1+\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+1+1
12 22 22 ' 32 32 1 42 20232 ' 20242

Problema 2.14 (2011 IMC). Las raices de 22 — 2x — a? — a = 0 son

(a1,B1), (a2, B2) , (a3, 83) ;- - - (2010, B2010) 5 (2011, B2011) cuando a = 1,2,...,2011
respectivamente. Evalta

1+1+1+1+1+1+ +1 1 1 1
ar B o B a3 B3 a2010  P2o010 2011 P2011

Problema 2.15. Evalia la suma

n
) B e

n=1
Problema 2.16. Evalua el producto
i)
3
oo \7 +1
Problema 2.17. Encuentra el valor de

1 1 1 1
me'"ﬂmJ

Donde |z | representa la parte entera de x


https://artofproblemsolving.com/community/c4h496010p2785243
https://math.stackexchange.com/questions/3123586/question-from-the-2011-imc-international-mathematics-competition-key-stage-iii?noredirect=1
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§3 Hints

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.
2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.15.

2.16.

2.17.

2(n+1—n)

Cada término queda como n (1)

i = 5 (a5

Multiplica a cada término por

Vn+l—+y/n
Vn+l—+y/n

1 (n+2)—(n+1)

n?24+3n+2 ~  (n+2)(n+1)

Nota que (k+ 1)! = (k+ 1)k&!

1 _ B —Fe 1
Fp_1Fg Fy, Fp_1Fg

Nota que \/WJr peE) Wk \/m (ﬁﬁ/ﬁ) LA qué se parece el segundo

término?

;Cudnto vale f(x) — f(1 — )

;Cudanto vale f(x)+ f (%))7

Mira que pasa si multiplicas por (1 — %)

AL A "+ e . Cuénto vale
V TL

Trata de racionalizar ambos productos

— 2
Multiplica cada término por M

(n(n+1)+1)*
n?(n+1)?2

Demuestra que 1 + # + (nil)Q _

Nota que n* +n? +1 = (n? —n+1)(n? + n + 1), busca una manera de convertirlo
en una suma telescépica, (analiza algunos valores de n2 —n + 1y n? +n + 1 para
darte una idea)

Es similar al problema anterior, factoriza n® — 1y n3 4+ 1 y trata de probar que se
cancelan varios términos

Demuestra que 2(vE + 1 — Vk) < =

7 < 2(vVk — vk — 1) y suma todas las
desigualdad para cada k
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