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13 de Febrero 2024

§1 Introduccion

En matemadticas hay problemas que a pesar de que los intentas bastante, no llegas a una
solucion completa, luego te cuentan una idea para ese problema o la solucién y te das
cuenta que era una idea "simple” pero algo loca, en esta lista veremos algunos problemas
que ayudan a construir esta intuicién matemadticas que hace que se te ocurran estas ideas
locas

Ejemplo 1.1

Tenemos 9 monedas que lucen idénticas, pero una pesa menos que todas las demas,
encuentra una forma de encontrar la que pesa menos usando una balanza solo 2
veces

Tutorial.

(a) Digamos que divides las 9 monedas en bloques de 3 monedas cada uno, ;puedes
encontrar el bloque donde esta la moneda que pesa menos con solo un movimiento?

Ejemplo 1.2
Halle el valor del producto

1 1 1 1
1—-)(l—-=)(1l=-—=] - (1——=
4 9 16 81
Tutorial. Hacer individualmente cada producto seria muy cansado, asi que vamos a
pensar en algo mas inteligente

(a) !Factorizal

(b) Trata de cancelar numeradores y denominadores de forma inteligente

Ejemplo 1.3
En cada casilla de un tablero de 7x7 hay un caballo. Hacemos que estos caballos se
muevan simultaneamente. ;Es posible que luego de que todos los caballos se hayan

movido, no haya dos caballos en una misma casilla?
Nota: El caballo se mueve dos casillas en direccién horizontal o vertical y después una casilla mas
en angulo recto.
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Tutorial. Es imposible

(a) Coloreamos el tablero como si de un tablero de ajedrez se tratara

(b) Nota que después de hacer cualquier movimiento con el caballo este cambia el color
de casilla donde estaba.

(c) Pero hay 25 casillas blancas y 24 casillas blancas

(d) Concluye

Ejemplo 1.4

Las celdas en una carcél estan nimeradas del 1 al 100 y sus puertas se activan con
un botén central. Este botén, al ser presionado, abre una puerta cerrada y cierra
una puerta abierta. Se inicia con todas las puertas cerradas y el boton se presiona
100 veces. Cuando el botén es presionado la k-ésima vez las puertas multiplos de &
son activadas. ;Qué puertas quedaran abiertas al final?

Tutorial. Asegurate de entender bien el problema y haz casos pequenos

(a) Haz una tabla como la siguiente, donde 1 denota cuando una puerta esté abierta y
0 cuando esta cerrada

1 2 3 4 5 6 100

Inicio 0O 0 00 0 O 0
Primer Mov. |1 1 1 1 1 1 1
SegundoMov. |1 0 1 0 1 0 0
Tercer Mov. 1 0 0 0 1 1 0
CuartoMov. |1 0 0 1 1 1 1
Quinto Mov. |1 0 0 1 0 1 0
Sexto Mov. 1 0 0 1 0 O 0

(b) En lugar de mirar cada movimiento (por fila) mira cada nimero (columna).

(c) Por ejemplo el 6 cambia de estado solo cuando el nimero del movimiento divide a
6, o sea en el movimiento 1,2,3 y 6, entonces el 6 quedaen 0 -1 —->0—=1—0y
ya nunca cambia nuevamente de estado.

(d) Entonces el nimero n cambia de estado d(n) veces

(e) Comprueba que si d(n) es impar entonces la puerta n queda abierta, y si d(n) es
impar queda cerrada

(f) iBasta ver cuando d(n) es impar!
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§2 Problemas

Note que los problemas abajo pueden no usar conceptos complejos de algin area sin
embargo las ideas que tienen no son simples y requiere que entiendas bien cada problema
y los intentes lo suficiente.

Problema 2.1 (Clésico). Ana y Beto participan en un juego por turnos donde empieza
Ana, en el juego hay 15 fichas y en cada turno cada jugador puede quitar 1 6 2 fichas,
pierde el que quite la Ultima ficha. Demuestra sin importar como juegue Ana, Beto tiene
estrategia ganadora.

Problema 2.2. Se tiene el siguiente disco con los nimeros escritos en el, un movimiento
consiste en sumar 1 a dos sectores adyacentes, ;se puede lograr que después de algunos
movimientos los nimeros en cada sector sean iguales?

Problema 2.3 (AMC 8/2022). La siguiente cuadricula debe llenarse con nimeros enteros
de tal manera que la suma de los niimeros en cada fila y la suma de los nimeros en
cada columna sean iguales. Faltan cuatro ntimeros. El nimero x en la esquina inferior
izquierda es mayor que los otros tres nimeros que faltan. ;Cudl es el valor mas pequeno
posible de z?

Problema 2.4. A un tablero de 8 x 8 se le retiran dos esquinas opuestas. jPuede cubrirse
el tablero con 31 déminos (rectangulos de 2 x 1)?



https://artofproblemsolving.com/community/c5h2765743p24218156
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Problema 2.5 (AIME/2019). Considere el nimero

N:9—|—99+999+~--+993-2-1~9

Encuentra la suma de digitos de NV

Problema 2.6. Se hara un torneo de eliminacién directa con n equipos donde en cada
ronda se emparejan los equipos y por cada pareja solo uno pasaré a la siguiente ronda,
i Cuantos partidos se juegan?

:::m

.—I -

e .
N e
(Cason = 10)

Problema 2.7. Determina si el nimero 22014 + 10074 es un ntimero primo o no

Problema 2.8 (Clésico). Demuestra que en una fiesta de n personas siempre hay dos
personas conocen a el mismo nimero de personas dentro de la fiesta

Problema 2.9. Se tienen n cartas todas mirando hacia arriba, un movimiento consiste
en tomar una carta que este mirando hacia arriba, ponerla mirando hacia abajo, y girar
la carta que esta justo a su derecha. Demuestra que independientemente de la secuencia
de movimientos elegida, al final todas las cartas estardn mirando abajo.

Problema 2.10 (OMM 2023/1). Encuentre todos los nimeros de cuatro digitos tal que
la suma de los cuadrados de sus digitos es igual al doble de la suma de sus digitos

Problema 2.11. Se muestran 3 cuadrados juntos, halla el valor de o + 5 + vy

/

Problema 2.12. Evalde la suma

1 1 1 1 1

12237327 T 20222023 T 2023 2024



https://artofproblemsolving.com/community/c5h1802364p11973054
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3194066p29146566
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Problema 2.13. Encuentra todos los enteros positivos m,n tales que

mn+m -+ n =26

Problema 2.14. ;Es posible poner los simbolos 4+, — a todos los nimeros del 1 al 20 de
manera que al hacer la operacién se obtenga 137

2]r+[2]2+[7]8+ - +[7]19+[?]20 = 13

Problema 2.15 (Regional del Sureste Mexico 2023/1). Victor escribe todos los nimeros
de 7 digitos usando los digitos 1,2,3,4,5,6, y 7 exactamente una vez. Demuestre que no
hay dos nimeros tal que uno sea el doble del otro

Problema 2.16 (IWYMIC 2016, PE/7). Sean x,y, z nimeros reales positivos tales que

V16 — 22 + /25 — 2 + /36 — 22 = 12
Six+y+ z=29, encuentra el valor de xyz

Problema 2.17 (OMM 2008/1). Sean 1 =d; < dp < d3 < --- < dj, = n los divisores de
n. Encuentra todos los valores de n tales que n = d3 + d3

Problema 2.18 (OMMEB 2022/15). En la figura se observan tres tridngulos equilateros
ABD,BEF y BCG, cuyos lados miden 4 cm, 2 cm y 1cm, respectivamente. Los puntos
P,Q y R son los centros de dichos tridangulos equilateros, en ese orden.

(a) Determina la medida, en grados, de todos los angulos internos del cuadrilatero
PQRB.

(b) Calcula el drea en cm? del cuadrildtero PQRB

D

C

h
UU‘

Problema 2.19. Sean a, b, ¢, d niimeros reales tales que a?+b> = ¢>+d? = 1 y ac+bd = 0.
Determine el valor de ab + cd


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3137863
https://chiuchang.org/wp-content/uploads/sites/2/2018/01/2016_TIMC_Keystage_III_Team_Final.x17381.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h598666p3552739
https://artofproblemsolving.com/community/c5h1802364p11973054
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§3 Hints

2.1.

2.2,

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.
2.12,
2.13.
2.14.

2.15.

Demuestra que el que mueve cuando hay un nimero de fichas multiplo de 3 tiene

estrategia perdedora (empieza viendo que pasa con el que le toca mover cuando
hay 3 fichas)

Colorea cada sector intercaladamente de blanco y negro, y la suma de nimeros en
casillas blancas y negras

Demuestra que hay un ntimero en la segunda fila que es mayor que 7
iAjedrez!

N = (10" =1) + (10> = 1) + (10° = 1) +--- + (10%*! — 1)

La idea es muy simple, hay tantos partidos jugados como ...

Trata de probar que 5 divide al nimero

El niimero de conocidos que puede tener alguien varia entre 0,1,2,...,n — 1, pero
si hay alguien que conoce a 0 no puede haber alguien que conozca n — 1

Llama 0 si una carta estd mirandohacia abajo y 1 si est4 mirando hacia arriba,
observa cada caso al hacer un movimiento (por ejemplo 10111 — 10111) y
trata de observar un patrén

Si el nimero es abed entonces

(a—122+b—-1)2+(c—1)2+(d-1)?=4

Hay dos tridngulos semejantes algo ocultos jBuscalos!

_1
n+1

Nota que %

1
n(n+1) —
Suma 1 de ambos lado y trata de factorizar el lado izquierdo
La paridad de la suma se mantiene

El residuo al dividir cualquiera de los ntimeros entre 9 es constante

2.16. Analiza el siguiente diagrama (no esta a escala)

4
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2.17. dg es primo (;Por qué?) Analiza la paridad de n,dy y ds

2.18. Toma un punto dentro de P,Q, R, y con centro B rota 30° y multiplica por v/3, el
cuadrilatero PQRB se va al AEGB después de hacer esta transformacién

2.19. ;Quién siempre cumple 2% + y? = 1? sina y cosa
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